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Bài 1. Cho các dãy số thực (an), (bn), (cn) thoả mãn a1 = 2, b1 = 3, c1 = 4 và với mọi số tự

nhiên n ≥ 2, ta có

an = an−1 +
cn−1

n
, bn = bn−1 +

an−1

n
, cn = cn−1 +

bn−1

n
.

Xét dãy số (dn) xác định bởi: dn = (an−bn)
2+(bn−cn)

2+(cn−an)
2, n ∈ N∗. Tính lim

n→+∞

dn
dn−1

.

ø

Đặt xn = an − bn, yn = bn − cn, zn = cn − an với n ∈ N∗. Với mọi n ∈ N∗, n ≥ 2, ta có

xn = an − bn =
(
an−1 +

cn−1

n

)
−
(
bn−1

n
+

an−1

n

)
= an−1 − bn−1 +

cn−1 − an−1

n
= xn−1 +

zn−1

n
.

Tương tự với (yn), (zn), ta thu được

xn = xn−1 +
zn−1

n
, yn = yn−1 +

xn−1

n
, zn = zn−1 +

yn−1

n
, ∀n ≥ 2.

Từ đó suy ra

dn =
(
xn−1 +

zn−1

n

)2
+
(
yn−1 +

xn−1

n

)2
+
(
zn−1 +

yn−1

n

)2
= x2

n−1 + y2n−1 + z2n−1 +
2

n
(xn−1yn−1 + yn−1zn−1 + zn−1xn−1) +

1

n2

(
x2
n−1 + y2n−1 + z2n−1

)
, ∀n ≥ 2.

Mặt khác, ta có xn−1 + yn−1 + zn−1 = (an−1 − bn−1) + (bn−1 − cn−1) + (cn−1 − an−1) = 0, ∀n ≥ 2 nên

(xn−1 + yn−1 + zn−1)
2 = 0, ∀n ≥ 2

⇔ 2 (xn−1yn−1 + yn−1zn−1 + zn−1xn−1) = −
(
x2
n−1 + y2n−1 + z2n−1

)
= −dn−1, ∀n ≥ 2.

Từ đó suy ra

dn = dn−1 −
1

n
dn−1 +

1

n2
dn−1 =

(
1− 1

n
+

1

n2

)
dn−1, ∀n ≥ 2 ⇔ dn

dn−1

= 1− 1

n
+

1

n2
, ∀n ≥ 2.

Đến đây cho n → +∞, kết hợp với lim
n→+∞

(
1− 1

n
+

1

n2

)
= 1 ta được lim

n→+∞

dn
dn−1

= 1.



STAR EDUCATION I 089 66 888 30 - 089 66 888 50

Trang 2/10+ 16/2 Trần Thiện Chánh, Q.10 – 241 Thạch Lam, Q. Tân Phú

Bài 2. Cho đa thức P (x) hệ số thực có bậc không vượt quá 2025. Biết rằng P (k2) = k với mọi

k ∈ 0, 2025. Đặt f(x) =


P (x2)− x

x
, nếu x ̸= 0

− 1, nếu x = 0

.

a) Chứng minh rằng phương trình f(x+1)−f(x) = 0 có đúng 4048 nghiệm thực phân biệt.

b) Chứng minh rằng P (20262) = C2025
4050 + 2026.

ø

a) Với x ̸= 0,−1, ta có

f(x+1)−f(x) =
P
(
(x+ 1)2

)
− (x+ 1)

x+ 1
−P (x2)− x

x
=

xP
(
(x+ 1)2

)
− (x+ 1)P (x2)

x(x+ 1)
=

S(x)

x(x+ 1)
,

trong đó

S(x) = xP
(
(x+ 1)2

)
− (x+ 1)P (x2).

Với mỗi m ∈ {0, 1, 2, . . . , 2024}, ta có P (m2) = m và P ((m+ 1)2) = m+ 1. Do đó

S(m) = mP
(
(m+ 1)2

)
− (m+ 1)P (m2) = m(m+ 1)− (m+ 1)m = 0.

Do đó đa thức S(x) nhận 0, 1, 2, . . . , 2024 làm nghiệm.

Ta cũng có

S(−m− 1) = (−m− 1)P ((−m− 1)2) + (m)P (m2) = (−m− 1)m+m(m+ 1) = 0.

Do đó đa thức S(x) nhận −1,−2, . . . ,−2025 làm nghiệm.

Cuối cùng, chú ý rằng S(x) có bậc không vượt quá 4050 (do hệ số bậc 4051 bị triệt tiêu) nên

S(x) có tối đa 4050 nghiệm thực phân biệt. Do đó S(x) có đúng 4050 nghiệm phân biệt là

−2025,−2024, . . . , 2023, 2024. Dễ dàng kiểm tra được −1 và 0 không là nghiệm của phương

trình

f(x+ 1)− f(x) = 0.

Vậy phương trình f(x+ 1)− f(x) = 0 có đúng 4050− 2 = 4048 nghiệm thực phân biệt.

b) Theo giả thiết thì đa thức P (x) có bậc không vượt quá 2025 và P (k2) = k, ∀k = 0, 1, . . . , 2025.

Sử dụng công thức nội suy Lagrange cho đa thức P (x) với các mốc nội suy 02, 12, . . . , 20252,

ta được

P (x) =
2025∑
i=0

P (i2)
2025∏
j=0
j ̸=i

x− j2

i2 − j2
.

Do đó

P (20262) =
2025∑
i=0

P (i2)
2025∏
j=0
j ̸=i

20262 − j2

i2 − j2
. (1)
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Ta có
2025∏
j=0
j ̸=i

(20262 − j2) =
2025∏
j=0
j ̸=i

(2026− j)(2026 + j)

=
2025∏
j=0
j ̸=i

(2026− j)
2025∏
j=0
j ̸=i

(2026 + j)

=
2026!

(2026− i)
· 4051!

(2026 + i)2025!
=

2026 · 4051!
20262 − i2

.

Mặt khác, ta lại có

2025∏
j=0
j ̸=i

(i2 − j2) =
2025∏
j=0
j ̸=i

(i− j)(i+ j)

=
2025∏
j=0
j ̸=i

(i− j)
2025∏
j=0
j ̸=i

(i+ j)

= i!(2025− i)!(−1)2025−i (i+ 2025)!

(i− 1)!2i

= i!(2025− i)!(−1)i+1 (i+ 2025)!

2i!

=
(2025− i)!(i+ 2025)!(−1)i+1

2
.

Do đó, ta thu được

V P (1) =
2025∑
i=0

P (i2)
2026 · 4051!
20262 − i2

· 2

(2025− i)!(i+ 2025)!(−1)i+1

=
2025∑
i=0

i(−1)i+14052!

(2026− i)!(2026 + i)!
=

2025∑
i=0

i(−1)i+1Ci+2026
4052 .

Cuối cùng, ta chứng minh
2025∑
i=0

i(−1)i+1Ci+2026
4052 = 2026+C2025

4050 . Do C
i
n+Ci+1

n = Ci+1
n+1, ∀0 ≤ i < n

nên
2025∑
i=0

i(−1)i+1Ci+2026
4052 =

2025∑
i=0

i(−1)i+1C2026−i
4052

= C2025
4052 − 2C2024

4052 + 3C2023
4052 + · · · − 2024C2

4052 + 2025C1
4052

= (C2025
4051 + C2024

4051)− 2(C2024
4051 + C2023

4051) + 3(C2023
4051 + C2022

4051) + · · ·
− 2024(C2

4051 + C1
4051) + 2025(C1

4051 + C0
4051)

= C2025
4051 − C2024

4051 + C2023
4051 + · · ·+ C1

4051 + 2025

= (C4050
2024 + C2025

4050)− (C2024
4050 + C2023

4050) + (C2022
4050 + C2023

4050) + · · ·
+ (C0

4050 + C1
4050) + 2025

= 2026 + C2025
4050 .

Từ đó ta có điều phải chứng minh.
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Bài 3. Cho tam giác ABC nhọn nội tiếp đường tròn (O), đường kính AD. Trên tia DB,DC

lần lượt lấy các điểm E,F di động sao cho ÊAF = 90◦. Gọi H là hình chiếu của A lên EF , K

là giao điểm của BH và AF , L là giao điểm của CH và AE.

a) Chứng minh rằng đường thẳng LK cố định khi E,F đi động.

b) Chứng minh rằng giao điểm của BL và CK thuộc một đường tròn cố định khi E,F di

động.

ø

O

A

B C

D

E

F

H

K

L

M

N

T

Q

S

P

R

a) Qua A kẻ đường thẳng vuông góc với AB,AC lần lượt cắt DC,DB tại M,N . Ta chứng minh

M,N,L,K thẳng hàng.

Thật vây, gọi T là giao điểm của CL và AN . Ta có ÂHE = ÂBE = 90◦ nên A,H,B,E đồng

viên (1).

Tương tự, ta được A,H,C, F đồng viên. Mặt khác, do N̂AC = ÊAF = 90◦ nên

N̂AE = ĈAF = ĈHF = T̂HE.

Do đó A,E, T,H đồng viên (2). Từ (1) và (2) suy ra A,E,H, T,B đồng viên.

Áp dụng Định lý Pascal cho bộ điểm

E A H

T B A

 suy ra N,L,K thẳng hàng.
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Tương tự, ta được M,L,K thẳng hàng. Vậy M,N,L,K thẳng hàng, do M,N cố định nên

đường thẳng LK cố định.

b) Gọi P,R,Q lần lượt là giao điểm của DB và AC, DC và AB, BL và CK. Ta có

B̂HC = 180◦ − ÊHB − F̂HC

= 180− ÊAB − F̂AC

= 180◦ − (90◦ − B̂AC) = 90◦ + B̂AC.

Do đó B̂HC không đổi, mà B,C cố định nên đường tròn (BHC) cố định. Hơn nữa, ta có

B̂HC + B̂PC = 90◦ + B̂AC + 90◦ − B̂AC = 180◦.

Do đó , H,C, P đồng viên hay P ∈ (BHC). Tương tự, ta có R ∈ (BHC). Từ đó chứng minh

được OB,OC là các tiếp tuyến của (BHC).

Chứng minh được AMDN là hình bình hành, suy ra M,O,N thẳng hàng (O là trung điểm

AD) hay L,O,K thẳng hàng. Do L là giao điểm của BQ và CH, O là giao điểm của các tiếp

tuyến tại B,C của (BHC), N là giao điểm của BH và CQ nên áp dụng Định lý Pascal đảo

cho bộ điểm

 B C H

C B Q

 ta được Q ∈ (BHC). Vậy giao điểm của LB và KC thuộc đường

trỏn (BHC) cố định.

Bài 4. Tập hợp A gồm các số nguyên được gọi là đẹp nếu A có ít nhất một phần tử khác 0

và với x, y ∈ A (có thể trùng nhau) thì x − y ∈ A. Hỏi có bao nhiêu dãy các tập hợp đẹp

(A1, A2, . . . , A9) thoả mãn 2025 ∈ A1 và Ak ⊂ Ak+1 với mọi k = 1, 8?

ø

Xét A là tập hợp đẹp và a ∈ A \ {0}. Khi đó 0 = a − a ∈ A, −a = 0 − a ∈ A, 2a = a − (−a) ∈ A.

Bằng quy nạp, ta có ka ∈ A với mọi k ∈ Z. Khi đó nếu chọn b ∈ A là phần tử thỏa mãn |b| nhỏ nhất

khác 0 thì A là tập hợp tất cả các bội số của b. Từ chứng minh trên, với mỗi tập A đẹp ta có một

tương ứng 1− 1 với một số nguyên dương b, đặt b = f(A). Hơn nữa, nếu A,B là các tập hợp đẹp và

A ⊂ B thì f(A)
... f(B).

Đặt f(Ai) = ai. Theo chứng minh trên, ta có: 2025
... a1

... a2
... . . .

... a9. Số dãy các tập hợp đẹp

(A1, A2, ..., A9) thỏa mãn đề bài bằng với số dãy không tăng (a1, . . . , a9) sao cho ai đều là ước dương

của 2025.

Do 2025 = 34·52 nên ai = 3xi ·5yi với xi, yi là các số nguyên thỏa mãn 0 ≤ xi ≤ 4 và 0 ≤ yi ≤ 2. Mỗi dãy

(a1, . . . , a9) thỏa mãn điều kiện trên ứng với duy nhất một dãy các cặp số (x1, y1), (x2, y2), ..., (x9, y9)

sao cho xi ≥ xj, yi ≥ yj với mọi i < j. Gọi số số k trong dãy (x1, ..., x9) là tk, k = 0; 1; 2; 3; 4. Khi đó:

t0 + t1 + t2 + t3 + t4 = 9.

Theo bài toán chia kẹo của Euler, số dãy (x1, ..., x9) là C4
13. Tương tự, số dãy (y1, ..., y9) là C2

11.

Tóm lại, tổng số dãy tập hợp đẹp (A1, A2, ..., A9) thỏa mãn đề bài là C4
13 · C2

11.
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Bài 5. Tìm tất cả hàm số f : R → R thoả mãn

f (2x− yf(x)) = f (2f(x))− xf(y), ∀x, y ∈ R.

ø

Nếu f là hàm hằng thì ta dễ dàng chỉ ra được f ≡ 0.

Xét trường hợp f không là hàm hằng. Thay x = 0 vào phương trình ban đầu ta được

f(−yf(0)) = f(2f(0)), ∀y ∈ R.

Nếu f(0) ̸= 0 thì từ đẳng thức trên, ta thay y bởi − y

f(0)
thì được

f(y) = f(2f(0)), ∀y ∈ R,

hay f là hàm hằng, mâu thuẫn. Do đó f(0) = 0. Đặt A = {x ∈ R : f(x) = 0}, khi đó 0 ∈ A, ta

chứng minh A = {0}. Giả sử tồn tại u ̸= 0 sao cho f(u) = 0. Thay x = u vào phương trình ban đầu

ta được

f(2u) = f(0)− uf(y), ∀y ∈ R.

Suy ra f(y) =
f(0)− f(2u)

u
, ∀y ∈ R hay f là hàm hằng, mâu thuẫn. Vậy A = {0}.

Xét x ̸= 0 tùy ý, khi đó f(x) ̸= 0. Thay y =
2x− 2f(x)

f(x)
vào phương trình ban đầu ta được

xf

(
2x− 2f(x)

x

)
= 0 ⇒ f

(
2x− 2f(x)

x

)
= 0,

hay
2x− 2f(x)

x
∈ A.

Vì A = {0} nên ta suy ra
2x− 2f(x)

x
= 0 ⇒ f(x) = x.

Do x ̸= 0 xét tùy ý nên ta suy ra f(x) = x, ∀x ̸= 0. Kết hợp với f(0) = 0 ta kết luận f(x) = x, ∀x ∈ R.
Thử lại ta thấy hàm số này thỏa mãn yêu cầu bài toán.
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Bài 6. Trên hệ trục toạ độ Oxy, ta đánh dấu k điểm phân biệt tuỳ ý có hoành độ và tung độ

đều là các số thuộc tập hợp {1, 2, 3, . . . , 20}.

a) Chứng minh rằng nếu k = 100 thì luôn tồn tại 4 điểm tạo thành các đỉnh của hình chữ

nhật có các cạnh song song với các trục toạ độ.

b) Tìm số nguyên dương k nhỏ nhất sao cho với mọi cách đánh dấu k điểm phân biệt như

trên, luôn tồn tại 3 điểm là các đỉnh của một tam giác vuông có hai cạnh góc vuông song

song với các trục toạ độ.

ø

a) Gọi S là tập hợp các điểm trên hệ trục toạ độ Oxy có hoành độ và tung độ đều là các số thuộc

tập hợp {1, 2, 3, . . . , 20}..
Xét trên một đường thẳng bất kì trong 20 đường thẳng y = i, i = 1, 20, do mỗi đường thẳng

chứa đúng 20 điểm thuộc S nên có tất cả C2
20 = 190 cặp điểm phân biệt thuộc S mà mỗi cặp

nằm trên cùng một hàng.

Gọi ni, i = 1, 20 là số điểm trên đường thẳng y = i, i = 1, 20 được đánh dấu, khi đó
20∑
i=1

ni =

k = 100.

Ta có trên mỗi đường thẳng y = i, i = 1, 20 có ni điểm được đánh dấu, do đó có C2
ni

cặp điểm

phân biệt được đánh dấu trên đường thẳng này. Do đó số cặp điểm được đánh dấu trong S,

trong đó mỗi cặp điểm nằm chung hàng, là

20∑
i=1

C2
ni

=
20∑
i=1

ni(ni − 1)

2
=

1

2

20∑
i=1

n2
i −

1

2

20∑
i=1

ni.

Mặt khác, ta có
20∑
i=1

n2
i ≥

1

20

(
20∑
i=1

ni

)2

. Do đó

20∑
i=1

C2
ni

≥ 1

40

(
20∑
i=1

ni

)2

− 1

2

20∑
i=1

ni =
1

40
· 1002 − 1

2
· 100 = 200.

Từ đó do có 190 cặp điểm phân biệt thuộc S mà mỗi cặp nằm trên cùng một hàng nên theo

Nguyên lý Dirichlet, tồn tại hai cặp không cùng hàng nhưng có cùng hoành độ, bốn điểm này

tạo thành hình chữ nhật.

b) Với k ≤ 38, xét 38 điểm có toạ độ (1, 2), (1, 3), . . . , (1, 20), (2, 1), (3, 1), . . . , (20, 1) (các điểm

nằm trên hàng 1, cột 1 bỏ đi điểm (1, 1)). Xét cách đánh dấu k điểm bất kì trong 38 điểm

trên, khi đó dễ thấy không thể tồn tại ba điểm được đánh dấu tạo thành tam giác vuông có

các cạnh góc vuông song song với các trục toạ độ.

Giả sử phản chứng rằng tồn tại một cách đánh dấu 39 điểm mà không có tam giác vuông nào

thỏa mãn. Gọi T là tập hợp các điểm nằm trên những hàng có ít nhất 2 điểm được đánh dấu,

t là số điểm nằm trên những hàng có nhiều nhất 1 điểm. Khi đó ta có |T |+ t = 39.
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Ta có nhận xét sau: Nếu một hàng có ít nhất 2 điểm, thì trên mỗi cột chứa một điểm thuộc

hàng đó, không thể có điểm nào khác (vì nếu có, sẽ tạo thành tam giác vuông). Nên vì thế các

điểm trong T phải nằm trên các cột khác nhau, do đó |S| ≥ 20. Do vậy còn tối đa 19 hàng

được đánh dấu không quá 1 ô, khi đó 39 = |T |+ t ≤ 39. Dấu bằng xảy ra khi có 1 hàng có 20

ô được đánh dấu. Ta dễ hàng thấy rằng điều này dẫn đến sẽ có 1 tam giác vuông thỏa.

Tóm lại, giá trị nhỏ nhất của số điểm được đánh dấu k là 39.

Bài 7. Cho dãy số (Fn) xác định bởi F0 = 0, F1 = 1 và Fn = Fn−1 + Fn−2, ∀n ≥ 2. Tìm tất cả

số nguyên dương n sao cho Fn + 1 là bình phương của một số nguyên tố.

ø

Trước hết ta trình bày và chứng minh các tính chất sau đối với dãy (Fn).

1) Fn−2Fn−1Fn+1Fn+2 = F 4
n − 1, ∀n ≥ 2. (*)

Chứng minh. Ta có

Fn = Fn−1 + Fn−2, ∀n ≥ 2 ⇔ Fn − Fn−2

Fn−1

= 1, ∀n ≥ 2.

Thay n bởi n+ 1 trong đẳng thức trên rồi so sánh, ta được

Fn − Fn−2

Fn−1

=
Fn+1 − Fn−1

Fn

, ∀n ≥ 2

⇔ F 2
n − Fn−2Fn = Fn−1Fn+1 − F 2

n−1, ∀n ≥ 2

⇔ Fn−1Fn+1 − F 2
n = (−1)(Fn−2Fn − F 2

n−1), ∀n ≥ 2

⇔ Fn−1Fn+1 − F 2
n = (−1)n−1(F0F2 − F 2

1 ), ∀n ≥ 1

⇔ Fn−1Fn+1 − F 2
n = (−1)n−1 · (0 · 1− 12) = (−1)n (do F2 = F1 + F0 = 1).

Vậy Fn−1Fn+1 − F 2
n = (−1)n, ∀n ≥ 1 hay Fn−1Fn+1 = F 2

n + (−1)n, ∀n ≥ 1 (1). Kết hợp với

công thức truy hồi của (Fn), ta được:

Fn−2Fn+2 = (Fn − Fn−1)(Fn + Fn+1)

= F 2
n − Fn−1Fn+1 + Fn(Fn+1 − Fn−1)

= F 2
n − Fn−1Fn+1 + F 2

n

= F 2
n − (−1)n, ∀n ≥ 2. (2)

Từ (1) và (2) suy ra

Fn−2Fn−1Fn+1Fn+2 =
(
F 2
n + (−1)n

) (
F 2
n − (−1)n

)
= F 4

n − 1, ∀n ≥ 2.

2) Fn = Fn−m+1Fm + Fn−mFm−1, ∀n ≥ m ≥ 1. (**)

Chứng minh. Cố định m ≥ 1. Với n = m, ta có Fm = F1Fm+F0Fm−1 (đúng do F0 = 0, F1 = 1);

với n = m+ 1, ta có Fm+1 = F2Fm + F1Fm−1 ⇔ Fm+1 = Fm + Fm−1 (đúng).

Giả sử mệnh đề đúng với n = k và n = k + 1 (k ≥ m), tức là

Fk = Fk−m+1Fm + Fk−mFm−1 và Fk+1 = Fk−m+2Fm + Fk−m+1Fm−1.
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Ta có

Fk+2 = Fk+1 + Fk = Fk−m+2Fm + Fk−m+1Fm−1 + Fk−m+1Fm + Fk−mFm−1

= (Fk−m+2 + Fk−m+1)Fm + (Fk−m+1 + Fk−m)Fm−1

= Fk−m+3Fm + Fk−m+2Fm−1.

Từ đó theo Nguyên lí quy nạp toán học, ta có điều phải chứng minh.

c) (Fm, Fn) = F(m,n), ∀m,n ∈ N∗. (***)

Chứng minh. Nhận xét hiển nhiên đúng với m = n. Xét m ̸= n và không mất tính tổng quát,

giả sử n > m. Đặt n = qm+ r (q, r ∈ N, 0 ≤ r < m), khi đó áp dụng liên tiếp (**) ta được

(Fm, Fn) = (Fm, Fn−m) = (Fm, Fn−2m) = . . . = (Fm, Fn−qm) = (Fm, Fr).

Tiếp tục đặt m = q1r+ r1 (q1, r1 ∈ N, 0 ≤ r1 < r) rồi tiếp tục áp dụng (**) ta được (Fm, Fr) =

(Fr1 , Fr). Cứ tiếp tục quá trình tương tự như thuật toán Euclide, cuối cùng ta thu được

(Fm, Fn) = F(m,n), chính là điều cần chứng minh.

Trở lại bài toán, xét phương trình Fn + 1 = p2 với n ∈ N, n ≥ 2, p là số nguyên tố. Từ (*) kết hợp

với F 4
n − 1 = (Fn − 1)(Fn + 1)(F 2

n + 1) suy ra Fn−2Fn−1Fn+1Fn+2 chia hết cho p2.

Giả sử trong các số Fn−2, Fn−1, Fn+1, Fn+2 có một trong bốn số Fn−2, Fn−1, Fn+1, Fn+2 chia hết cho

p2 = Fn + 1. Từ

Fn + 1 = Fn−1 + Fn−2 + 1 ⇒

{
Fn + 1 > Fn−1

Fn + 1 > Fn−2

.

suy ra các trường hợp:

• Fn + 1 | Fn+1 ⇔ Fn + 1 | Fn + Fn−1 ⇔ Fn + 1 | Fn−1 − 1 (vô lí do Fn−1 − 1 < Fn + 1).

• Fn+1 | Fn+2 ⇔ Fn+1 | 2(Fn+1)+Fn−1− 2 ⇔ Fn+1 | Fn−1− 2 (vô lí do Fn−1− 2 < Fn+1).

Vậy trong bốn số Fn−2, Fn−1, Fn+1, Fn+2 có hai số cùng chia hết cho p, giả sử là Fk và Fk+x (k ∈
N∗, x ≤ (n+ 2)− (n− 2) = 4). Khi đó áp dụng (***), ta được

p ≤ (Fk, Fk+x) = F(k,k+x) = F(x,k) ≤ Fx ≤ F4 = 3.

Do p nguyên tố nên p = 2 hoặc p = 3. Kiểm tra trực tiếp, kết hợp với (Fn) tăng ta được tất cả các

giá trị của n thoả yêu cầu đề bài là n = 4 và n = 6.

Bài 8. Cho tam giác ABC nhọn (AB < AC) nội tiếp đường tròn (O). Lấy điểm D trên cung

nhỏ AC sao cho tam giác BCD nhọn. Tiếp tuyến của (O) tại D cắt các tia BA,BC lần lượt

tại E,F . Giả sử có điểm M bên trong tam giác ABC sao cho ME ∥ CD và MF ∥ AD. Lấy

điểm N trên EF (khác D) sao cho MD = MN .

a) Chứng minh rằng đường tròn ngoại tiếp các tam giác ADE và CDF tiếp xúc nhau.

b) Chứng minh rằng AC,BN,MD đồng quy.

ø
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x

O

A

B C

D

E

F

M

N
L

R

K

a) Trước hết, ta có (ADE) và (CDF ) có điểm chung là D. Kẻ tia Dx là tiếp tuyến của (ADE)

(Dx nằm ngoài (O)). Ta chứng minh Ox cũng là tiếp tuyến của (CDF ).

Thật vậy, ta có

x̂DF = 180◦ = x̂DE = 180◦ − ÊAD = B̂AD = D̂CF .

Vậy Dx tiếp xúc với (CDF ) tại D. Vậy Dx là tiếp tuyến chung của (ADE) và (CDF ).

b) Gọi L,R lần lượt là giao điểm của AC với ME,MF . Ta có ÂLE = ÂCD = ÊDA nên

L ∈ (ADE). Tương tự, R ∈ (CDF ).

Mặt khác, ta có

M̂LR = ÂLE = ÂDE = R̂CD = R̂FE.

Do đó ELRF nội tiếp, suy ra ML ·ME = MR ·MF .

Vậy M thuộc trục đẳng phương của (ADE) và (CDF ), kết hợp với (ADE), (CDF ) tiếp xúc

nhau tại D suy ra MD là tiếp tuyến chung của (ADE) và (CDF ).

Ta có

F̂DB = 180◦ − B̂CD = D̂CF = 180◦ − M̂DN = 180◦ − M̂ND = M̂NF .

Vậy MN ∥ BD. Mặt khác, ta có

ÊMN = ÊMD + D̂MN = M̂DC + 180◦ − 2M̂DN

= D̂FC + 180◦ − 2(180◦ − D̂CF )

= B̂DC = B̂AC.

Do đó tứ giác LDMN nội tiếp, suy ra L̂ND = L̂MD = M̂DC = D̂FC. Do đó LN ∥ BC.

Từ đó hai tam giác MLN và DBC có các cặp cạnh tương ứng song song, do đó MD,LC,BN

đồng quy hay MD,AC,BN đồng quy. Kết thúc chứng minh.


